Regresa wielokrotna

Model dlazaeznosci liniowsg:

Y =a+by X1+ Xo+.. .+ X,

Czastkowe wspotczynniki regregi wielokrotng:
by, . by

Zmienne niezalezne (przyczynowe): X1 .. Xy
Zmienna zalezna (skutkowa): Y

I-ty, czastkowy wspotczynnik regregi opisuje o
lle srednio zmieni si¢ wartos¢ zmienng) Y przy
wzroscie wartoscli zmienng X; o jednostke przy
ustalonych wartosciach pozostatych
zmiennych niezaleznych.

Wspdtczynnik  determinacji  (R-Sguare) —
iInformacja o tym, w jakim stopniu rownanie
regregi wyjasnia zmiennos¢ zmienng zalezng.
Przyjmuje wartos¢ od O do 100%. Im wigce
cech zostalo umieszczonych w modelu tym
WyzSsze wartosci on przyjmuje.
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Poprawiony wspotczynnik determinagji
(adjusted R-sguare) — zawiera poprawke na
liczbe zmiennych w modelu. Jezeli dodanie
zmienngg do modelu nie poprawia jakosci
wnioskowania,  poprawiony  wspotczynnik
determinacji moze by¢ mnigjszy.

Mamy m cech, wiec petny model wygladatby:

Y = atb X +0,Xo+... b Xy,

Mozna postawi¢ Hipoteze zerowa, ze wszystkie
wspotczynniki czastkowe sa rowne O przy
aternatywngj, ze przynamnig jeden nie jest.
Jednak nawet po odrzuceniu hipotezy o
nieistotnosci modelu nie wszystkie zmienne
przyczynowe (X1 .. , Xp) wplywaga (w
przyblizeniu liniowo) na zmienna skutkowa ().
Dzialaniem statystycznym jest wybor tych
zmiennych  przyczynowych, ktore liniowo
wplywaa naY.
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Sa  rozne kryteria wyboru zmiennych
przyczynowych wystepujacych w modelu. np:

- AIC (Akake's Information Criterion)
AIC = n*In(SSE/n)+2p

- SBC (Schwarz’'s Bayesian  Criterion)
SBC = n*In(SSE/n)+(p)* In(n)
gdzie n jest liczba obserwacji; p — liczba
parametrow, tj. liczba cech + 1; SSE — suma
kwadratow odchylen dla btedu w wybranym
modelu.

Ani AIC ani SBC nie pokazuja bezposrednio,
ktdre zmienne powinny by¢ zawarte w modelu a
ktorych tam by¢ nie powinno. Oczywiscie
mozna sprawdzi¢ wszystkie kombinacje (kazdy
podzbidr cech), tzn. policzy¢ wybrane kryterium
(np. AIC) 1 wybraé podzbior z nanizsza
wartoscia (AlIC). Jednak ilos¢ takich kombinagi
jest spora (2", wiec przy dziesieciu cechach jest
1024 kombinacje, przy 20 — ponad milion).
Dlatego stosuje si¢ metody, ktdre cho¢ nie daja
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gwar ancji znalezienia najlepszego uktadu cech,
to szybko wskaza wysoko oceniany ukitad.

Czesto stosowane sa metody krokowe — majac
dany uklad cech dodajemy lub usuwamy jedna
ceche, tj. dodaemy ceche nie wystepujaca
obecnie w modelu ktdéra w danym momencie
uwazamy za wilasciwa, lub usuwamy ceche
wystepujaca W modelu, jezeli uznamy ja w
danym momencie za niewskazana.

FORWARD SELECTION Jest to metoda, ktora
polega na stopniowym dotaczaniu do modelu
kolggnych zmiennych. W pierwszym kroku
tworzony jest model bez zmiennych
przyczynowych. W drugim — z jedna zmienna
niezalezna, ta, ktora charakteryzuje nanizszy
rzeczywisty poziom istotnosci z nia zwigzany
(Pvawe dla hipotezy, ze ta zmienna nie wyjasnia
liniowo btedow modelu). W nastepnym kroku
tworzony jest na tg sameg zasadzie model z
dwiema  zmiennymi niezaleznymi Itd.
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Postepowanie trwa tak diugo, az nie zostanie
znaleziona juz zmienna, dla ktorg rzeczywisty
poziom istotnosci jest mnigszy niz zakladany
(np 50%).

BACKWARD SELECTION Jest to metoda, ktora
polega na stopniowym usuwaniu z modelu
kolggnych zmiennych. W pierwszym kroku
tworzony  jest model Z  wszystkim
deklarowanymi  zmiennymi. Kolgne Kroki
polegaja na usuwaniu po jedng zmienng, ktora
ngmnig wnosi do modelu, tzn. Pgaue jest
ngwicksze. Analiza trwa do momentu, gdy
pozostate w modelu zmienne charakteryzuja sie
P.aue PONIzg zakladanego poziomu (np. 10%).
STEPWISE to potaczenie powyzszych metod.
Okresla si¢ poziom istotnosci, przy ktorym
Zmienna jest dotaczana badz usuwana z model u.

Liczba obserwacji mus by¢ wicksza od liczby
parametrow.
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Reszty modelu (réznica miedzy rzeczywista a
oszacowana modelem wartoscia zmienne
zalezng)) powinny spetnia¢ kryteria:

- reszty posiadaty rozktad normalny w kazdym
punkcie szacowang (wyliczong) wartosci
zmienng zalezne

- wartos¢ oczekiwana reszt dla kazdg

oszacowang wartosci  (wyliczonego YY)
wynosita0

- rowna wariancja reszt dla wszystkich
oszacowanych wartosci zmienng zalezngj Y.
Do oceny wizualng tych kryteriow moze stuzy¢
wykres z wyliczonymi wartosciami Y (predicted
value) naos X | resztami naos Y.

Jezeli niektore cechy niezalezne (X; — X,) S
linlowo wspotzalezne, to moga wyjasniaé ta
sama czes¢ zmienng niezalezng Y. Jesli tak
jest, to niektdre zmienne mozna usunaé z
modelu jako nadmiarowe. Do wykrywania ich
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stuza odpowiednie statystyki (Variance Inflation
Factor czy Condition index)

Przyklad:

Czy zmienna Y zalezy od X1, X5, X3 W SpOsob
liniowy?

X1 Xz X3 Y X1 | X2 Xz |Y
4 3 3 9 4 5 4 8
5 4 3 11 2 3 4 3
6 6 5 11 4 6 5 6
3 2 4 6 6 4 1 15

Y = atb X1 +0,X o +hsX 3

metoda: usuwanie po jedng zmienng w regresi
wielokrotng.

Krok 0. wszystkie zmienne w modeu
(R°=99,5%)

Krok 1. P dla X, to 12%, wiec usuwamy ta
zmienna z modelu. Pozostaja X1 i X3 (R°=99%)

Krok 2. Pyaue dla X3 to 0,5%, wiec nie usuwamy
tg zmienng. Koniec selekcji zmiennych.
Y=341+2,16*X; —1,09* X3
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Regres a wielomianowa (krzywoliniowa)
Model dlaregregi wielokrotng liniows:

Y = atb X +0,X o+...+bp X,

Jezell mamy ceche X, to mozemy okresli¢:
X1=X; X=X X=X itd.

Poniewaz wielomiany bazowe nie ;3 liniowo
niezalezne (np. X jest liniowo wspotzalezne z
X?) to dodanie badz usuniecie jakiejs ,cechy”
(X;=X") z modelu powodowat bedzie zmiany w
rzeczywistym poziomie istotnosci dla oceny
przydatnosci pozostatych ,,cech” tego modelu.
Zalozenia stosowalnosci sg jak w  regregi
wielokrotng, czyli np.: stopien wielomianu musl
by¢ znacznie nizszy niz liczba obserwagii.

Przyktad:

X 3 4 3 o 6

Y 2 3 2 4 4
5 6 / 6 38 9
5 ) 6 6 6 5
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Parameter Estimate Error Statistic P-Vaue

CONSTANT -4,5669 1,72144  -2,65295 0,0291
X 2,67406 0,623519 4,28366 0,0027
X N2 -0,175016  0,0529431 -3,30573 0,0108

Przyjmujac jako model wielomian stopnia 2 utyskujemy powyzsza
tabele wariancji dla poszczegolnych sktadnikow.
Y =-4,5669 + 2,67406* X —0,175016* X2
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Wykres przedstawia zaleznos¢ zmienng
zalezngg Y (pionowa 0$§) od zmienng
niezalezng X (pozioma os)

(o))

N
llllllllllllllllllll

A N v =0 1 L & B

Wykres pokazuje jak roznia Sie¢ wartosc
obserwowane  (0$ Y) od wartosci
przewidywanych modelem (0$ X)
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Regreg a pojedyncza nieliniowa
Zaleznos¢ Y od X nie jest linlowa. Znamy

(podgrzewamy) charakter tg  zaleznosci
(kwadratowa, logarytmiczna, ...) — wzor funkgji

fig.

E(f(Y)[X)=a +b*g(X)
zamiast E(Y|X)=a + bX jak w regregji proste)

Po transformacji zmienng skutkowg Y |
zmienng przyczynoweg X funkcjami f 1 g
estymacja parametrow a i b nastepuje tak jak w
regregi prostg, np:

1) g(x)=In(x) => Y = a*In(X)+b

2) g(X)=x*>—=>Y = a+b*X?

3) f(y)=y”?— Y Y2=a+bX—>Y = (at+bX)?
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Przyklad:

Dane jak z poprzedniego przyktadu
Przyjmujemy mode: Y = Y(a + b*'/y), tzn.
f(y)="1y i g(x)=".

Wspdtczynnik determinacji dla tego modelu
wynosi 90,1% przy a=1,56 | b=-0,04.

6 =

Na os X zngjduje si¢ zmienna niezalezna X, na
oS Y zmienna zalezna Y. Punkty obserwowane
Sa rozmieszczone losowo w obrebie obszaru
przewidywanego przez model, rowniez bledy s
roztozone losowo
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Wykres przedstawia odchylenia od krzywe
regregi widoczng na poprzednim wykresie.
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WyKkres przedstawia przewidywana przez model
wartos¢ (OX) I obserwowang dla nig wartose.
g

2 L= . . |
2 3 4 5 6

Wykres przedstawia przewidywana przez model
wartos¢ (OX) I odchylenia obserwowanych dla
nigl wartosci.
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2,1 3,1 4,1 5,1 6,1 7,1 8,1
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Korelacja rangowa

Fakt zaleznosci nieliniowg ale monotoniczne
mozna wykry¢ za pomoca wspolczynnika
korelacji rangoweg (wspotczynnika Spearmana).

Rangowanie obiektow: Ranga nazywa Sie
kolginos¢ danego obiektu w probie. ,,1” mozna
przypisa¢ obiektowi z nawicksza wartoscia
(porzadek malegjacy) lub z nggmniegjsza wartoscia
(porzadek rosnacy). Dla wickszoscl zastosowan
przyjecie porzadku malegjacego czy roshacego
nie ma znaczenia.

Powtarzajace sie wartosci zmiennych — rangi
wiagzane. Jezeli mamy probe: 5,5; 6,3, 6,3,7,1 to
jak nalezy przypisa¢ rangi? 1, 2, 3, 4
(uwzglednigac kolginos¢ obserwac)i)? 1; 2; 2; 4
(Jak w sporcie)? czy 1, 2,5; 2,5; 4?
Wspodtczynnik ten jest odporny (robust) na
obserwacje odstajace | nienormalnos¢ rozktadu
cech.
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