Estymacja przedziatowa -
przedziaty ufnosci

Probe n-elementowa charakteryzujemy |
parametrami (np. X, s*, s ). Sluzg one do
oceny wartosci nieznanych parametrow
populacji (M, 6%, 6). Nazywamy je
estymatorami punktowymi nieznanych
parametrow populacyjnych.

Nieznany parametr populacji 6 (np. EX=m,
D“X=s7) moze by¢ przyblizony przez swoj
estymator punktowy (np. X, s*, s ). Moze
by¢ tez szacowany przy pomocy
Or zedziatu ufnosci. Estymacja
orzedzialowa  polega  nakonstrukci
nrzedziatu liczbowego, ktory z okreslonym
z gory (bliskim 1) prawdopodobienstwem
(poziomem ufnosci) bedzie zawierat
nieznana wartos¢ Szacowanego
parametru populacji.

Tworca metody estymacji przedziatowe)
byt statystyk polskiego pochodzenia Jerzy
Sptawa-Neyman (1894-1981).
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Posta¢ przedziatu ufnosci jest nastepujaca:

{0,£Q£g,}, P=1-a

Stwierdzamy, ze z prawdopodobienstwem
1-o0 przedziat ufnosci (Q1,02) zawiera
szacowany parametr populacyjny ©.

W tym zapisie ® jest wielkoscia stata, cho¢
nieznana, g: | Qg zas Sg wartosciami
liczbowymi wyznaczonymi z proby. Sa
one zmiennymi losowymi elementow
proby, statystykami z proby.

Wielkos¢ o to poziom istotnosci (lub
ryzyko bledu, ze okreslony na podstawie
proby przedziat nie zawiera parametru ®),
zas 1-a to poziom ufnosci.

przedziat ufnosci

proba K:)\
|

populacja ®
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Dla rozktadu normanego (nieznane s9)
przedziat ufnosci dla srednig populacji m
moze mie¢ postac:

ml (X-t, ., 2= X+t ,>), P=l-a
Jest to nakrotszy przedziat zawieragjacy
srednia  populacyjna  z  zatozonym
poziomem ufnosci.  Wartos¢  t,n1
odczytujemy z tablic rozktadu t-Studenta.
Wartos¢ a jest nazywana poziomem
Istotnosci, v=n—1 to liczba stopni swobody.

W pewnych przypadkach zalezy nam na
jednostronnych przedziatach ufnosci:

mT (X_ t2a,n-1%;¥)
mT ('¥’ X-I_’[Za,n-lﬁ)

Dlugos¢ podanego przedziatu dwustron-
nego dlasrednig m wyraza formuta:

S
d :Zta,n-lﬁ
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Zalezy nam na tym, by przedziat ufnosci
dla wartosci srednigg m byt jak ngkroétszy.
Mozemy 0siagnacé to:

- poprzez zwickszenie liczebnosci proby,

- Zwickszaglac parametr o, a wigcC
Zmnigszajac poziom ufnosci 1—a.
W pierwszym przypadku wiaze si¢ to ze
zwickszonym nakladem pracy i kosztow, w
drugim — ze zwiekszeniem ryzyka pomyiki
(szacowany parametr nie bedzie nalezat do
okreslonego przez nas przedziatu)

Jesli  chcemy oszacowat parametr z
okreslona  dokladnoscia d, to po
odpowiednich przeksztatceniach wzorow
na przedzialty ufnosci mozemy wyznaczy¢
liczebnos¢ proby losowe potrzebna do
osiagniccia zakladang dokladnosci

Cho¢ n jest zmienng uwiklang, to t; 1 Nie
zmienia si¢ szybko.

W4-4
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Podobnie mozna skonstruowa¢ przedziat
ufnosci dla populacyjnych charakterystyk
rozproszeniaa wariancji 1 odchylenia
standardowego. Sa one oparte o rozktad
c”— Pearsona i maja postaé:

P{ X £5°F Vafxgﬂ a

C
N —nl 1in1

Pi (22 £s £ Vzarx '—1 a
N a n1 1%n1

Okreslaja one granice losowych (bo
zaleznych od proby losowe)) przedziatow
obg mujacych nieznang wartos¢ wariancji
| odchylenia standardowego w populacji.
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Jesli cecha X ma rozklad dwupunktowy,
to jg charakterystyka jest p — wskaznik
struktury (frakcja).

Dysponujemy proba:  Xi, Xo, . . . ,Xn, gdzie
Xi = 1 (‘sukces’) lub x; = 0 (‘porazka’).

k=a X, oznaczaliczbe ‘ sukcesow’.
i=1

.~ _k
Estymator punktowy frakcji p: p =

Przyblizony przedziat ufnosci dla p:

- p(l P A p(l P)
(p' Ui a2 P UL )’

gdzie poziom ufnosci P =1 —a, a u, jest
kwantylem rzedu a rozktadu
normalnego N(O, 1) (mozna go zastapic
wartoscia t(a, +)).

Te przedzialy ufnosci (dla p i dla s
rowniez moga by¢ jednostronne.
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Przykiad:

Badano stopien rozpowszechnienia
telefondbw komorkowych w $rodowisku
studentow pewnegj uczelni. Stwierdzono, ze
wsrod 600 losowo  przebadanych
studentow telefon komorkowy posiadato
540 o0s0b.

t(a, ©), dla a = 0,05, ma wartos¢ 1,96
(tablice statystyczne, rozktad t — Studenta).

Stad zgodnie ze wzorem:

p(lp p(l P) —
pl (p Ui a2 P, ) P=1-a

pl (0,9-196 299 0,9+1,96 °9<610§9>)P 0,95

600
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czyli
pl (09- 0,024;09+0,024) P=0,95
pl (0,876;0924) P=0,95

Z prawdopodobienstwem 0,95 mamy
prawo oczekiwa¢, ze prawdopodobienstwo
posiadania przez pojedynczego studenta
telefonu komorkowego bedzie nie mnigjsze
niz 0,876, ale nie wiecksze niz 0,924.

Z prawdopodobienstwem 0,95 frakcja
studentow badang uczelni, posiadajacych
telefon komodrkowy bedzie nie mnigsza
niz 87,6 %1 nie wickszaniz 92,4 %.
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Hipotezy statystycznei ich weryfikacja,
testy statystyczne

Drugim, obok estymacji (szacowania
wartosci  parametrow  lub  rozkladu
zmienngl losowg w  populacji na
podstawie rozkladu empirycznego dla
proby), podstawowym rodzajem
wnioskowania statystycznego  jest
wer yfikacja (testowanie) hipotez
statystycznych, czyli sprawdzanie
okreslonych  przypuszczen  (zatozen)
wysunietych w stosunku do parametrow
lub rozktadu populacji generalng).

Hipotezy statystyczne to odpowiednio
sformutowane przypuszczenia dotyczace
rozkltadu populacji. Moga one mie¢ rozna
posta¢, w zaleznosci od pierwotnych
hipotez badawczych. Najczescig stosuje
Si¢ hipotezy parametryczne, precyzujace
wartosci parametrow  populacyjnych
(gt. srednigj, wariancji czy frakgji).
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Weryfikacja hipotezy statystyczng polega
na stosowaniu specjalnego narzedzia,
zZwanego testem statystycznym. Jest to
reguta postepowania, ktora kazdg
mozliwe probie losowey
przyporzadkowuje decyzje odrzucenia lub
przyjeciaweryfikowang hipotezy.

|stota kazdego testu polega na tym, aby
uchroni¢ si¢ przed popetnieniem biedu |

rodzaju — polegaacym na odrzuceniu
hipotezy  prawdziwej, jak 1 przed
popetnieniem bledu Il rodzaju -—

polegagacym na nie odrzuceniu (czyli
przyjeciu) hipotezy fatszywey.

HipotezaH, @ odrzucenie przyjecie

prawdziwa a 1—a

fatszywa 1-b b

Jako poziom istotnosci a wybiera Sie
ngczescig wartos¢: 0,05, cho¢ mozna
przyja¢ dowolna liczbe z przedziatu <0,1>.
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W teorii weryfikacji (istotnosciowych)
hipotez statystycznych wigcksze znaczenie
przypisywane jest bl¢dowi pierwszego
rodzau. Od testu statystycznego wymaga
Si¢, by btad ten byt ‘rzadko’ popetniany.
Stad zawsze narzuca Sie¢ z QgOry pewne
mate prawdopodobienstwo  popetnienia
btecdu pierwszego rodzau (poziom
Istotnosci, a) — ograniczajace
wystepowanie tego biedu.

Z testem statystycznym zwigzane jest takze
pojccie mocy testu.

Moca testu nazywamy prawdopodo-
bienstwo odrzucenia fatszywe hipotezy
zerowg) (lub prawdopodobienstwo nie
odrzucenia hipotezy alternatywng H,, gdy
W rzeczywistosci jest ona prawdziwa).
Prawdopodobienstwo to rowne jest 1.

Moc testu to inacze prawdopodobienstwo
nie popetnienia biedu drugiego rodzau. Im
wicksze jest to prawdopodobienstwo, tym
lepszy jest dany test jako narzedzie do
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decydowania miedzy hipoteza prawdziwa
| falszywa.

Test statystyczny moze by¢ staby lub
mocny:

- test mocny - w wigkszosci przypadkow
jestesmy w stanie odrzuci¢ fatlszywa
hipoteze zerowa

- test staby - gdy isthigie duza szansa na
to, ze nie odrzucimy hipotezy zerowse,
poMIMo |g nieprawdziwosci.

Od testu powinnismy wymagac, by byt on
jak ‘ngimocnigjszy’, tzn. by jak najtatwieg
odrzucal hipoteze zerowa, jesli jest ona
nieprawdziwa.

Test mocny:

1. rzadko myli sSie¢ odrzucaac Hg
(raczel nie odrzuca Hy prawdziwe).
Ustalane jest to za pomoca poziomu
ISstotnosci

2. prezentuje maty btad Il rodzau (B),
czyli jesli odrzuca Hy, to jest wysoka
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szansa (rowna mocy testu), ze Hq byla
fatszywa.

Wszystkie omawiane na wykladzie testy to
testy w pewnym sensie ngjmocniejsze.

Hipoteza o srednig populacyjng

Niech populacja generalna ma rozkiad
normalny N(m,s?), przy czym oba
parametry sa nieznane. W oparciu 0 n —
elementowa  probe losowa naezy

zweryfikowad hipoteze ZEerowa
Ho: m = mg, wobec hipotezy alternatywne
Hi: m#*mg

Dla weryfikacji tg hipotezy zerowe
stosujemy test t — Studenta, ktory daje nam
wartos¢ statystyki temp obliczonegj z proby:

{ :X-%I:X-%
S S

Symbol S oznacza $redni blad Sredni€)
rowny S/ n°>.
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Jezeli zgjdzie nierOWnosé | temp | > ta,n1, t0
hipotez¢ Hp nalezy odrzuci¢ na korzysé
hipotezy aternatywng H;. Gdy zadzie
nierdwnosé przeciwna, tzn. |temp| < tani,
to nie mamy podstaw do odrzucenia
hipotezy Hy, czyli przyjmujemy ja.

Jesli cecha X ma rozktad N(m:s?), to
hipoteza zerowa: Hy: m=my moze by¢
testowana réznie, w zaleznosci od postac
hipotezy alternatywne H;.

sternetyana tetowa OPSZ krytyezny
Him>mg |t = X;Xm’ (ton o1 +¥)
Hi:m<mg |t = )_('S:b ( ¥ - tga,n_l)
Hi:m#mg | tew= )_(_S:b ¥t B (0¥

Dwa pierwsze przypadki to hipotezy
(I testy) jednostronne.
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Przykiad

Interesuje nas, czy srednia masa hetto
kubeczka jogurtu wynosi 200g. Pobieramy
probe prosta liczaca 20 kubeczkow |
okreslamy mase netto (np: x;=191g |,
X2:2159 . X3:201g eer g Xzo:189g ) Dla
hipotetyczngg  20-elementowg  proby
przyjmijmy nastepujace wartosci statystyk:
srednia z proby 197,6, odchylenie
standardowe w probie wynos 6.

t _X-ﬁb\/ﬁ:197,66- 200@:-l788

T00510 = 2,093

Dla hipotezy alternatywng Hi: m # mq
wartos¢ bezwzgledna z te,=1,788 nie
wpada do obszaru krytycznego ([temp/>tav
1,788 nie jest wieksze niz 2,093) wigc: na
poziomie istotnosci 5% nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy o tym, ze srednia
masa netto wynos 200g.

W4 - 15

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.fineprint.com



http://www.fineprint.com

Gdybysmy wykonywali test na poziomie
Istotnosci 10%, wtedy tp110=1,73, czyli
warunek  odrzucenia  (ftemplPtay) Jest
spetniony. Wtedy odpowiedz bylaby: na
poziomie istotnosci 10% odrzucamy
hipoteze zerowa 0 tym, ze srednia masa
netto wynoss 200g na rzecz hipotezy
alternatywngj, ze niejest rowna.

Zalozmy, ze hipoteze t¢ stawia biuro
obrony konsumenta pod wplywem
doniesien o0 zbyt matg wadze netto. Wtedy
hipoteza zerowa ma postac Ho: m=mp a
alternatywna Hi: m<mg, tzn albo waga
jest prawidiowa albo za mata. ty«g0s519=1,73
wiecC ha poziomie istotnosci 5%
odrzucamy hipoteze¢ zerowa o0 tym, ze
srednia masa netto wynos 200g na rzecz
hipotezy aternatywng, ze srednia masa
jest mnig sza.
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Hipoteza 0  wartosci  wskaznika
struktury p

Zmienna losowa dwupunktowa, zero —
jedynkowa.

Ho:p=po (Hi: p#po)

. _ f)' Po
Statystyka empiryczna Zemp = EED)
gdzie p= K
N

Jesli | Zemp | > Urar=ta,., to hipoteze Ho
nalezy odrzucié na korzys¢ H;. Natomiast,
gdy | Zemp| <tare, to Nie mamy podstaw
do odrzucenia hipotezy Hp (czyli
merytorycznie uznajemy ja zaprawdziwa).
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Przykiad:

Zweryfikumy na poziomie istotnosci
a =0,05 przypuszczenie, ze wskaznik
wyposazenia studentow pewng) uczelni
w laptopy jest rowny 0.4, jesli w losowe
probie 800 studentow fakt posiadania

|aptopa zadeklarowato 350 osob.
5=X :@:0,4375
n 800
- A — _ ﬁ' po‘
H,: p=04 Zemp = —
0,4375- 0,4
Zoro = = 2,165
0,4(1- 0,4)
800
Poniewaz t(0,05,+) = 196 to

odrzucamy hipoteze¢ zerowa o0 tym, ze
frakcja w populacji wynos 40%
(Ho: p=40%) na korzys¢ hipotezy
alternatywngj, ze frakcja jest inna niz 40%
(Hi: p#40%) przy przyjetym poziomie
Istotnosci rownym 5%.
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Mozna zaproponowaé jako alternatywna
hipoteze jednostronna, np. Hi: p > 0,4, ale
Zmiana ta wptynie na przebieg testowania -
porownanie jednostronne z U;_ czyli tra o

Hipoteza

alternatywna Obszar krytyczny
H]_: P> Po (Ul—a; OO)
Hl: P < Po (_Oo;ul—a)

HiiP£Po | (—o0,U1-a/2) E (Ur—asz, )

Hipotezy o wartosci parametru
a przedzialy ufnosci dla tego parametru

Dla zadanego poziomu istothosci a
hipoteza o tym, ze badany parametr
populacyjny wynos X, jest odrzucana
wtedy | tylko wtedy, kiedy x nie nalezy do
przedzialu ufnosci skonstruowanego na
poziomie ufnosci 1-a.
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